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अध्याय 7 


7.6.3. | (px + MNax’+bx+e ax +bx+c dx. 


हम अचर ^ और 5 इस प्रकार चुनते हैं कि 
d, 5 
px+q = A Fr +bx+c) +B 


= A(ax+b)+B 
दोनों पक्षों में » के गुणांकों और अचर पदों की तुलना करने पर, हमें प्राप्त होता है- 
aA = | और Ab + B = ५ 


इन समीकरणों को हल करने पर, ^ ओर 8 के मान प्राप्त हो जाते हें। इस प्रकार, समाकल निम्न 
में परिवर्तित हो जाता हे- 


A (2ax+ bax Fbr+cdr+ B Jax +bx+c +bx+cdx 
= AT, +BI,, जहाँ 
I = _Qax+b) Jax’ +bx+c +bx+c 45 है। 
4० + ऐ* + ८ = ¦, रखिए। तब, (2+ + 9)05 = / है। 


2 र 
डतः; I = (ax +bx+c)?+C, 
3 


इसी प्रकार, I, = Nav +br+cds 


पाठ्य पुस्तक के पृष्ठ 328 पर 7.6.2 में चर्चा किए गए समाकल सूत्र का प्रयोग करके ज्ञात किया 
जाता है। 
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इस प्रकार, (#:+ 4)४८०८४ +9::+ ८ 4४ का मान अंततः ज्ञात कर लिया जाता है। 
उदाहरण 25 xxx? +*-* 4४ ज्ञात कोजिए। 
हल उपर दर्शाए गई विधि अपनाते हुए, हम लिखते हैं- 
d 
_ A —(I+x—-x)+B 
y= A ] 

= A(I-2)+B 
दोनों पक्षों में, » के गुणांकों और अचर पदों को बराबर करने पर, हमें -2/^ - | और ^+ = 0 प्राप्त 
होता है। 

समीकरणों ] | हे 
इन समीकरणों को हल करने पर, हम ^ = - हु और B= 7 प्राप्त करते हें। इस प्रकार, 

समाकल निम्न में परावर्तित हो जाता हे- 


] ] 
xll+x-x°dx = ल 0-25 + + न, पके आह 


|| || 
EF 2 [ [रा 2 [ 2 ( l ) 


T= - 20) ९/ +#*० ध पर विचार कीजिए। 


।+*- 2? - / रखिए। तब, (। - 2४4+ = 67 है। 
| 3 
इस प्रकार, 4 = (l—2x) M+ = A +C, 


2 रे है 
= +22) +९, , जहाँ 0, कोई अचर है। 
आगे, ], = /++- ‰ है: परे विचार कोजिए। 


यह समाकल = 3) * 
Ya 2 


] 
ए! रखिए। तब, ४ = ०! है। 


[)- 
I = | v5 | —t°dt 
- 2 
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] [7 dl Sn C 
= lll nee Sl = 
2\4 24 V5 
I(2x-I [ir ] | 
य Li | “--(४--) FR र € 
BD 4 2 8 5 


|| है शहर का 5 25% - 
—(2x—DNl+x-x’ +-sin! +C 
( )४ उ ड 2, 











जहाँ ९, कोई अचर है। 
() में। और], के मान रखने पर, हमें प्राप्त होता है- 





| FN 
x Jl+x—x ६ — तइ) tIr-D Jr 


5 AI 2] जे. एए || 





+——sin +€, जहाँ 
I6 ह; जहां 
C+C 
6 हा 4 एक अन्य अचर हे। 


प्रश्नावली 7.7 के अंत में, निम्नलिखित प्रश्‍न सम्मिलित कीजिए 
be ६ (x+Dy2x° +3 I4. (x+3))3-4x- x? 
उत्तर 


2x+DNx +x l 
+ oglr+t x +xI+C 


| 2, ड (x +x)? - 
3 8 6 











l ड SR |+; 
I3.0 - (2: +3)2+- 257 +3 + logle+ | +>|+0 
२९ 6 2 4 |" 2 
| का ER, ie जा 
J |r nn जा 5 SR 
3 2 Rl 9 
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अध्याय ]0 


0.7 अदिश त्रिक गुणनफल 

मान लीजिए कि 6, और ह कोई तीन सदिश हैं। ट्र और (७ ५८) के अदिश गुणनफल, अर्थात्‌ 

ठ - (9 %ह) को 6, 9 और ह का इसी क्रम में अदिश त्रिक गुणनफल कहते हैं। इसे [ ठ, 9 , ८ ] (या 

[८४ ]) द्वारा व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार, हमें प्राप्त है- 

[6, ७, ८] = 4-(७ ~ ८) 

प्रेक्षण 

।. क्योंकि (५%) एक सदिश है, इसलिए 
८ -(७ %८) एक अदिश राशि है, अर्थात्‌ [ ठ, 9, ठ ] 
एक अदिश राशि है। 

2. ज्यामितीय रूप से, अदिश त्रिक गुणनफल का 
मान तीन सदिशों 6, छ और ट से प्रदर्शित आसन्न 
भुजाओं से बने समांतर षट्फलक का आयतन 
होता है (देखिए आकृति 0.28)। 
निसंदेह, समांतर षट्फलक के आधार को बनाने ° b 
वाले समांतर चतुर्भज का क्षेत्रफल |! %7| है। आकृति 0.28 
ह और ह को अतर्विष्ट करने वाले तल पर अभिलंब के अनुदिश द्र प्रेक्षेप ही इसकी उँचाई है, 








द .(b x८) | 
जो ह » ह की दिशा में द्व का घटक है। अर्थात्‌ यह [ढेन Fx) है। अतः, समांतर षट्फलक 
का आयतन 
pt bx) ~ , _ 
फ्त kx = |a.(bx 2) 
(bx E) 





3. यदि = at+a, ak, b = bi+ b, J+ bk और ८ = ८(+ ८, + ck, है, तो 


5 
x 
Ql 
|| 
ST ~ 
जो ...) 
हि 2५५) 
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- (b,c; 0:८2) i+ (bic, b,C;) J i (b,c b,c) k 
तथा इसीलिए 


d.(bxE) = a (b,c;-b,c,)+a, (b,c, bc;)+a, (bic, - b,c) 


dj, ds ds 
b b, b; 
C, Co C3 


4. यदि ८, और ह कोई तीन सदिश हैं, तो 
[6,9, ट] = [9,2,द ] = [८,८,७ ] 
(तीनों सदिशों के चक्रीय क्रमचय से अदिश त्रिक गुणनफल के मान में कोई परिवर्तन नहीं होता 
है।) 


मान लीजिए कि ८ = ai+ a, J+ ak, b= bi+ b, J+ bk तथा ८ = c+ ८) है। 
तब, केवल देखकर ही, हमें प्राप्त होता हे- 


dl dy As 

_ 7 b 0. 0 
[4,७,८] = |! 2 7 
C, Cs C3 


= 4, (Lom D;C,) + 4, (b,c, — bic;) + 4. (Dic, — bc, 


DONE LE) FD, (ध८2,- 4.2.) + 8, (ध,2८,- 4.८.) 


2८ 


b, b, 85 


= [0,ट,वदं] 


जप 
ल 
RS 
|| 
| जया । 
Ql 
(| 
| 
[RS | 
oy 


इसी प्रकार, पाठक इसकी जाँच कर सकते हैं कि [6 


]= [9,2,6 ] = [८,८,७ ] है। 


A} 
S| 


अतः,  [द, ‰, 
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5. अदिश त्रिक गुणनफल द॑.(७ %) में, डार (4०४) और क्रॉस (८7०७४) को परस्पर बदला जा 
सकता है। निस्संदेह, 


८.७८) = [,७,८] = [७,८,८]=[८,4,७]= ८.(axb)= (xb). 


2५ 


|| 
| 
नर्स 
Ql 
~ 
(5 
x 
| 
Ds 
Ds 


हु 
= 7 

= .0=0. (क्योंकि ठं ५८ =0) 
टिप्पणी उपर्युक्त 7 में, दिया परिणाम, दोनों बराबर सदिशों के स्थितियों के किसी भी क्रम में होने 
पर भी सत्य है। 


40.7. तीन सदिशों की समतलीयता 

प्रेमय | तीन सदिश द, और ह समतलीय होते हैं, यदि और केवल यदि (४ ५८) = 0 होता है। 
उपपत्ति सर्वप्रथम, मान लीजिए कि द्व,) और ह समतलीय हैं। 

यदि / और ह समांतर सदिश हैं, तो 92८ = 0 है और इसीलिए द. (9 २८2) = 0 होगा। 
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यदि / और ह समांतर नहीं है, तो / » ह सदिश द्व पर लंब होगा, क्योंकि द्व , और ट समतलीय हैं। 
अतः, द्वं - (५ % ट) = 0 है। 
विलोमतः, मान लीजिए कि द॑. (} ट) = 0 है। यदि द्वं और / ह में से दोनों शून्येतर सदिश हैं, 
तो हम निष्कर्ष निकालते हैं कि द्वध और ह दो लांबिक सदिश हैं। परंतु 9 »८ दोनों सदिशों $ 
और ह पर लंब है। अतः, दं, और ट एक समतल में स्थित होने चाहिए, अर्थात्‌ ये समतलीय 
हैं। यदि द्वं =0है, तो द्व किन्हीं भी दो सदिशों, विशेष रूप से | और ह , के समतलीय होगा। यदि 
(७ %८)=0है, तो और ट समांतर सदिश होंगे तथा इसीलिए द , ए और ट समतलीय होंगे, 


क्योंकि कोई भी दो सदिश सदेव एक समतल में होते हैं, जो उनसे निर्धारित होता है, तथा कोई सदिश, 
जो इन दोनों सदिशों में से किसी एक समांतर होता है, भी इसी समतल में स्थित होता है। 
टिप्पणी चार बिंदुओं को समतलीयता की चर्चा, तीन सदिशों की समतलीयता का प्रयोग करते हुए, 
की जा सकती है। निस्संदेह, चार बिंदु 4, 8, ट और) समतलीय होते हैं, यदि सदिश A, 0 और 4D 
समतलीय हों। 


उदाहरण 26 ८ .( % 5) ज्ञात कीजिए, यदि ८=2; + }+3‰, ७=-१+27+‰ और ८ =3 + 7+2¢ है। 


2. ] 3 
हल हमें प्राप्त है- ८०६) =|-। 2 ।|=-I0, 
3 ].2 


उदाहरण 27 दर्शाइए कि सदिश ८=४ =-27+3#, b= -2;+37-4£ और ८ =† -37+5# 
समतलीय हैं। 


I -2 3 
हल हमें प्राप्त है 4. (bxe)=|-2 2 -4|=0. 
| 3 5 


अतः, प्रमेय | के अनुसार दव,9 और ट समतलीय सदिश हें। 


उदाहरण 28 यदि सदिश 6-7 +37+, 8 - 27 - ) -/£ और 2-9/+7 )+3/ समतलीय हैं, तो 
» का मान ज्ञात कीजिए। 
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कहर 


हल क्योंकि दव,9 और ठ समतलीय हैं, इसलिए 4,०,८ = 0, 


I 3 ! 
अर्थात्‌, 2 -] -][=0. 
h 7 3 
र I(-3+7)-3(6+A)+I(I4+A)=0 


् h=0. 
उदाहरण 29 दर्शाइए कि स्थिति सदिशों 47 +57+/,-(7+/),3£+97+4£ और 4(--/ + )+/£) 
वाले क्रमशः चारो बिंदु 4, 8, 0 और  समतलीय हैं। 


हल हम जानते हैं कि चार बिंदु 4, 8, € और ) समतलीय होते हैं, यदि तीनों सदिश AB, A और AD 
समतलीय होते हैं, 
अर्थात्‌, 23, 0८2, AD =0 हो। 
अब, AB=-(j+k)-(4f +5j+k)=-4i-6}-2k 
AC= Gi+9j+4k)-(4f +5j+k)=-i+4j+3k 
तथा A^D=4(-f+j+k)-(4 +5j+k)=-8f- j+3k 


- य --2 
इस प्रकार, AB,AC,AD =|-] 4 3 50. 
lS 


अतः, &, 3, © और 7) समतलीय हैं। 

उदाहरण 30 सिद्ध कीजिए कि 7+/,+7,८+4=2 4,0, 
हल हमें प्राप्त है- 

(d+b).(b+E)x(E+d)) 


(d+b).(bxc+bxd+cxc+Zxd) 


d+b,b+c,c+d 
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= (d+b).(bxc+bxd+cxd) 
(क्योंकि ट 2८6 = 0 है।) 


=d.(bxc)+d.(bxa)+a.(cxa)+b.(bxc)+b.(bxad)+b.(cxd) 


| 
| 
| 


ml 
5 
al 
+ 
ml 
Qj 
al 
लः 
5 
>> 
Qj 
रः 
ai 
+ 
5 
ai 


उदाहरण 3 सिद्ध किजिए कि [2,/, ८ +4] = [6, ७, ८]+[८,७,4] होता है। 
हल हमें प्राप्त है- 


[i,b,+d] = d.(bx(E+d)) 
— d.(bxe+bxd) 
-_ d.(bxc)+a.(bxd) 


प्रश्नावली 70.5 | 


।. यदिदं=!-27+3⁄,b=2-37+£और८=3ॐ+7-2# है, तो [८2८] ज्ञात कीजिए। 
(उत्तर 24) 
2. दर्शाइए कि सदिश ८ं=!-27+3£,0=-2!+37 -4# और ८=7-37+ 5 समतलीय हैं। 
3. यदि सदिश 7 - }+,3{+ 7+2/ और 7+) - 3 समतलीय हैं, तो » का मान ज्ञात कीजिए। 
(उत्तर ^ = ]5) 


4, मान लीजिए कि ८ =! +}+#,} = और ८ =८,! +८,7+८,/ है। तब, 
(१) यदि ८, = । और ८, = 2 है, तो ८, ज्ञात कीजिए, जिससे ८,9 और ८ समतलीय हो जाएँ 


(उत्तर ८, = 2) 
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(७) यदि ८, -- और ८, = | है, तो दर्शाइए कि ८, का कोई भी मान द्वं,9 और टं को 
समतलीय नहीं बना सकता है। 

दर्शाइए कि स्थिति सदिशों 47+87+2#,27+47+6%,3!+57+4 और5/+87+5f 
वाले चारों बिंदु समतलीय हैं। 

यदि चार बिंदु ^ (3, 2, ]), 8 (4, », 5), (4, 2, -2) और (6, 5, -।) समतलीय हैं, तो + 
का मान ज्ञात कोजिए। (उत्तर ४ = 5) 
यदि ८+}, +ट औरट+८ समतलौय हैं, तो दर्शाइए कि सदिश @,/ और 6 समतलीय 
होंगे। 
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